
فصل اول: ماتریس و کاربردها�

وطی� فصل دوم: آشنایی با مقاطع مخر

فصل سوم: بردارها

امتحان نهایی 135135

1 3 1 زمون 1: شهریور ماه �1399 آ

1 3 2 زمون 2: دی ماه �1399 آ

1 3 3 زمون 3: خرداد ماه �1400 آ

1 3 4 زمون 4: شهریور ماه �1400 آ

1 3 6 زمون 5: دی ماه �1400 آ

1 3 7 زمون 6: خرداد ماه �1401 آ

1 3 9 زمون 1 تا �6 پاسخ‌نامهٔ تشریحی آ

فهرست

بارم‌بندی درس هندسه 3

نوبت دوم نوبت اولشماره فصل

104اول

دوم
103تا صفحه 46

5-صفحه 46 به بعد
8-سوم
2020جمع

104 min

107 min

74 min

100

109

123

6 تا 33

34 تا 74

75 تا 98



بخش

و سؤالات تشریحی

درسنامه
1



6

|   هندسه  3   |

آشنایی با ماتریس بسته اول
صفحه 10 و 11 کتاب درسی

ماتریس

 هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون یک ماتریس نامیده می‌شود. معمولًا ماتریس‌ها را با حروف بزرگ مانند C ،B،A و...    تعریف   

نامگذاری می‌کنند. 

  مثال   به ماتریس زیر توجه کنید. این ماتریس دارای دو سطر و سه ستون است.  

�

 حواست هست که سطرها رو از بالا به پایین و ستون‌ها رو از چپ به راست شماره‌گذاری می کنیم.

 مرتبۀ ماتریس

m( است، می‌خوانیم. )یادت باشه که  n Am و به صورت A ماتریسی از مرتبۀ m در n )یا از مرتبۀ  n گر ماتریس A دارای m سطر و n ستون باشد می‌نویسیم ا

برای بیان مرتبۀ ماتریس، عدد سمت چپیه تعداد سطرهاست و عدد سمت راستیه تعداد ستون‌ها(. مثلًا در مثال بالا ماتریس A یک ماتریس از مرتبۀ 2 در 3 است. 
 باورت میشه که از تعاریف هم سؤال میاد تو نهایی. تمرین پایینو نگاه کن. 

کنید. � سؤال  جای خالی را با عبارت مناسب پُر 

هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی، شامل تعدادی سطر و ستون، ............ نامیده می‌شود.  

پاسـخ ماتریس

 درایۀ ماتریس

 هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را درایۀ آن ماتریس می‌نامیم.   تعریف   

A به 1، 2، 3 و 4 درایه‌های ماتریس می‌گوییم.  












1 2
3 4   مثال   در ماتریس

دی 1400

فصل اول هندسۀ 3، در امتحان نوبت اول 10 نمره و در نوبت دوم 4 نمره و در شهریور و دی 6 نمره دارد. 

فــیلـــم‌ فــیلـــم‌ 
شــــــبشــــــب
 امتحان امتحان

بستۀ 6بسته‌های 4 و 5بستۀ 3بسته‌های 1 و 2

از فیلم‌های  ــرای اســتــفــاده  بـ
 آموزشی شب امتحان هر بسته
را  ‌QR-codeهــــــای مقابل 

اسکن کنید.

فصل اولدرس اول

1 ماتریس و کاربردها
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|   فصل اول: ماتریس و کاربردها |

که اندیس سمت چپ  کردن جایگاه آن، دو اندیس در نظر می‌گیریم  کوچک اسم ماتریس نشان می‌دهیم و به منظور مشخص  درایه‌های هر ماتریس را با حرف 

aij یعنی  شمارۀ سطر و اندیس سمت راست جای ستون آن درایه را مشخص می‌کند. )اندیس همون عددهای کوچولویی هستن که زیر حروف قرار می‌دیم(. 

 .A ام ماتریس j ام و ستون i درایۀ سطر
A   مثال    a a a

a a a2 3
11 12 13
21 22 23

 










 �

 تعداد درایه‌های ماتریس

3 درایه است.  4 12  m درایه است. مثلًا یک ماتریس 3 در 4 دارای n یک ماتریس از مرتبۀ m در n دارای 

 ماتریس با درایۀ عمومی

که به آن درایۀ عمومی ماتریس A می‌گویند. در این صورت ماتریس A را  کرد  گاهی اوقات درایه‌های ماتریس A را می‌توان با ضابطه یا ضابطه‌هایی مشخص 

A نمایش می‌دهیم.  ij m n [a ] به‌صورت

م مجموع شمارۀ سطر 
ُ
a باشد، برای به دست آوردن درایه‌های آن کافی است به جای درایۀ سطر i ام و ستون j ا i jij   گر A ا ij2 3  [a ]   مثال   در ماتریس 

و ستون آن درایه را قرار دهیم: 
 A A   

  











 













1 1 1 2 1 3
2 1 2 2 2 3

2 3 4
3 4 5 �

.A j  [i ]2 3 گر تمام درایه‌های یک ماتریس از یک قانون تبعیت کنند می‌توان قانون درایه را در کروشه نیز قرار داد مثلًا در مثال بالا می‌توانیم بنویسیم   توجه   ا

کنید.� سؤال  جای خالی را با عبارت مناسب پر 

A برابر ............ است. a باشد، درایۀ واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس i
jij  
2
1 که در آن  A ij [a ]4 3 در ماتریس

a32 پس باید در ضابطۀaij به جای i عدد 3 و به جای j عدد 2 را قرار دهیم. بنابراین داریم:  پاسـخ درایۀ سطر سوم و ستون دوم ماتریس A یعنی

a32
2 3
2 1

6
1 6


 ( ) �

  توجه   گاهی ضابطۀ درایه‌ها با هم فرق می‌کنند. در این صورت باید حواسمان باشد که برای هر درایه ضابطۀ مربوط به آن را انتخاب کنیم. 

a باشد، مجموع درایه‌های ستون دوم کدام است؟
i j i j

i j
j i i j

ij 
 


 







2
2 که در آن  A ij [a ]3 3 سؤال  در ماتریس

 

i است. پس:  j  ، a32 i و در j  ، a22 ، در i j  ، a12 a32 هستند. در a22 و  ، a12پاسـخ درایه‌های ستون دوم

 A
a
a
a

i j a j i a
i j a a

ij

ij




















       
   

12
22
32

12

22

2 1 1
2 

         









2
2 2 3 2 6 2 432i j a i j aij ( )

�

4 است.  2 1 7   بنابراین مجموع درایه‌های ستون دوم برابر

آشنایی با ماتریس پرسش‌های تشریحی 1
  جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. 

هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را ............ آن‌ ماتریس می‌نامیم.. 1 

ماتریس A که دارای 5 سطر و 3 ستون است دارای ............ درایه است. . 2 

a باشد، درایۀ واقع در سطر دوم و ستون چهارم برابر ............ است. . 3  i jij  2 3 A که در آن ij [a ]3 4 در ماتریس

B درایۀ سطر دوم و ستون سوم برابر............ است. . 4  i j
j




[ ]2 3 4 در ماتریس

c درایۀ سطر اول و ستون دوم برابر ............ است. . 5 
i j i j
j i jij 
 
 



 2 1

C که در آن ij [c ]3 4 در ماتریس

دی 98
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|   هندسه  3   |

  درستی یا نادرستی عبارات در سه سؤال زیر را مشخص کنید.

5 است.. 6  3 ماتریسی که دارای سه سطر و پنج ستون باشد از مرتبۀ

ماتریسی که 12 درایه دارد می‌تواند 5 سطر داشته باشد.. 7 

A مجموع درایه‌ها برابر 20 است.. 8    [i j ]2 2
2 2 در ماتریس

a می‌باشد. مجموع درایه‌های ستون دوم ماتریس A را به‌دست آورید.. 9 
i j i j

i j i j
Aij

i
ij

 

 






 2

2
3 3, [a ] در ماتریس‌

)دی 99( 10 . a12 را به‌دست آورید. � a31 و ، a33 a باشد، درایه‌های
i j i j

i j
i j i j

ij 
 


 






2 3 با درایه‌های 3 A یک ماتریس‌ ij [a ] گر  ا

a می‌باشد، مفروض است. ماتریس‌ A را با درایه‌هایش مشخص کنید. 11 .
i j
i j

i i j
ij

j



 









2
3 A که در آن ij [a ]4 4 ماتریس‌

معرفی چند ماتریس خاص بسته دوم
صفحه 12 تا 17 کتاب درسی

معرفی چند ماتریس خاص الف

برد می‌پردازیم: در این قسمت به معرفی چند ماتریس خاص و پرکار

n می‌نامیم.  n گر در ماتریس‌ A، تعداد سطرها با تعداد ستون‌ها برابر و مساوی n باشد، A را یک ماتریس‌ مربعی 1 ماتریس‌ مربعی:  ا

  مثال   ماتریس‌های زیر همگی مربعی هستند زیرا تعداد سطرها و ستون‌های آن‌ها برابر است.

 A B C    





 
























5 2 1
3 4

1 3 1
2 4 1
1 5 2

1 1 2 2
3 3

�

  توجه   در مورد ماتریس مربعی به موارد زیر توجه کنید:

، به‌طور خلاصه ماتریس‌ مرتبۀ n نیز می‌گویند. مثلًا وقتی در سؤالی می‌گویند ماتریس‌ A از مرتبۀ 4 است یعنی A یک ماتریس‌ مربعی  n n 1 به ماتریس‌ مربعی

است که دارای 4 سطر و 4 ستون می‌باشد.

A هم   5 را به‌صورت A، آن   [ ]5 این‌که بنویسند نیز تعریف می‌کنند. یعنی به‌جای   k را مساوی عدد حقیقی   [k]1 1 2 ماتریس‌ مربعی مرتبۀ 1 یعنی

نمایش می‌دهند.

 قطرهای اصلی و فرعی ماتریس مربعی

در ماتریس‌ مربعی A قطر اصلی و قطر فرعی را ببینید. درایه‌های روی قطر اصلی دارای شمارۀ سطر و ستون برابر هستند 

i می‌باشد. )حواست باشه n همون مرتبۀ ماتریسه( j n  1،درایۀ روی قطر فرعی باشد aij گر اما ا
�

i می‌باشد.  j i و در درایه‌های پایین قطر اصلی j    توجه   در ماتریس‌های مربعی در درایه‌های بالای قطر اصلی

i بود.( j )در درایه‌های روی قطر اصلی هم که
�
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A مجموع درایه‌های قطر اصلی را به‌دست آورید.   [ i j]2 3 3 سؤال  در ماتریس

a33 هستند پس: a22 و ، a11درایه‌های ،A پاسـخ درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس مربعی
a
a
a

a
11

22

33

11

2 1 1 2 1 1
2 2 2 4 2 2
2 3 3 6 3 3

    

    

    









 

( )
( )
( )

aa a22 33 1 2 3 6     �

1 است.  n گر ماتریس‌ A فقط دارای یک سطر باشد آن را یک ماتریس سطری می‌نامیم. مرتبۀ ماتریس‌های سطری به‌صورت 2 ماتریس‌ سطری: ا

  مثال   ماتریس‌های زیر همگی ماتریس‌های سطری هستند.

 A B C           1 2 5 2 3 5 51 3 1 2 1 1 �

 حواست باشه در ماتریس سطری مهم اینه که فقط یک سطر داشته باشیم و تعداد ستون‌ها مهم نیست، حتی می‌تونه یک ستون هم داشته باشه!

کنید. a باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص  i jij   گر 5 درایه است. ا A دارای ij [a سؤال  ماتریس سطری[

1 می‌باشد. حال داریم: 5 پاسـخ ماتریس سطری دارای یک سطر است. چون ماتریس A دارای5 درایه است پس مرتبۀ آن

A        [ ] A [ ]1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 2 3 4 5 6 �

m است.  1فقط دارای یک ستون باشد، آن را یک ماتریس ستونی می‌نامیم. مرتبۀ ماتریس‌های ستونی A گر ماتریس 3 ماتریس‌ ستونی: ا

  مثال   ماتریس‌های زیر همگی ستونی هستند.

A B C






















    






3

4

2
1 12 12

3 1
2 1 1 1 �

 ماتریس ستونی هم مثل ماتریس سطریه. فقط باید یک ستون داشته باشه. تعداد سطرها هم مهم نیست.

4 ماتریس‌ قطری: ماتریسی مربعی که تمام درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر باشند. دقت کنید درایه‌های واقع بر قطر اصلی می‌توانند صفر باشند یا نباشند. 

  مثال   ماتریس‌های زیر همگی قطری‌اند.

A B C










































2 0
0 1

1 0 0
0 0 0
0 0 7

0 0 0
0 0 0
0 0 0




�

کنید. سؤال  جاهای خالی را با عبارت مناسب پر 

گویند.� واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند را ماتریس .............  که همۀ درایه‌های غیر 1 ماتریس مربعی 

A مقدار m برابر ............. است. m














3 0
1 4 2 در ماتریس قطری

1 قطری پاسـخ 

m m   1 0 1 2 در ماتریس قطری درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفر هستند، پس:�

m را به‌دست آورید. n A یک ماتریس قطری است. مقدار
m

n






















2 3 0
0 4 0
2 0 5

سؤال  ماتریس
 

پاسـخ چون A یک ماتریس قطری است پس درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی آن باید صفر باشند. بنابراین داریم:

m m
n n

m n
   
    





     
3 0 3
2 0 2

3 2 1( ) �

گر در یک ماتریس قطری تمام درایه‌های روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند، آن را یک ماتریس اسکالر می‌نامیم.  5 ماتریس‌ اسکالر: ا

  مثال   ماتریس‌های زیر همگی اسکالر هستند.

A B C





























  
4 0 0
0 4 0
0 0 4

3 0
0 3 2 �

شهریور 1400
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کنید.� سؤال  درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص 

»هر ماتریس اسکالر یک ماتریس قطری است.«

پاسـخ درست

گر در ماتریس اسکالر تمام درایه‌های روی قطر اصلی 1 باشد، ماتریس را ماتریس واحد یا همانی می‌نامیم. ماتریس همانی از مرتبۀ  6 ماتریس‌ واحد یا همانی: ا

In نمایش می‌دهیم. n را با

I I I2 3 4
1 0
0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





















































�

KIn نشان می‌دهیم.  را با

K
K

K n n

0 0
0 0

0 0

�
�

�
�



















 

  توجه   ماتریس اسکالر

o نشان می‌دهیم. 7 ماتریس‌ صفر: ماتریسی است که همۀ درایه‌های آن صفر باشند. ماتریس صفر را با

 o o o










































0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

0
0
0

�

 تساوی دو ماتریس

دو ماتریس هنگامی‌مساوی‌اند که اولًا هم‌مرتبه باشند، ثانیاً درایه‌های نظیر به نظیر آن‌ها مساوی باشند. )درایه‌های نظیر به نظیر، درایه‌هایی هستند که شمارۀ سطر 

و ستون آن‌ها در دو ماتریس برابر باشد.(

x را بیابید.� y z  B مساوی باشند، مقدار y x  











1 2
3 4 A و x

z 














1 8
3 1 گر دو ماتریس سؤال  ا

پاسـخ باید درایه‌های نظیر به نظیر ماتریس‌های A و B برابر باشند:

y x y y
x x

z z

x

x
      

   

   















1 1 1 9 8
2 8 10

3 3
4 1 3

10
''''''"

     y z 10 8 3 21 �

اعمال روی ماتریس‌ها ب

 جمع و تفریق ماتریس‌ها

دو ماتریس هم‌مرتبه را می‌توان با هم جمع یا از هم کم کرد. برای جمع یا تفاضل دو ماتریس هم‌مرتبۀ A و B کافی است درایه‌های دو ماتریس را نظیر به نظیر با 

هم جمع یا از هم کم کنیم. حاصل مجموع یا تفاضل A و B ماتریسی مانند C است که از همان مرتبۀ A و B می‌باشد.

A a B b A B bij m n ij m n ij ij ij ij m n         [ ] , [ ] [a ] [b ] [a ] �

B را در نظر بگیرید. آیا جمع دو ماتریس A و B تعریف می‌شود؟ چرا؟�  
 












1 1 0
2 3 2 A و 





















1 1
0 2
2 3

سؤال  دو ماتریس
 

2 است. 3 3 و ماتریس B از مرتبۀ 2 پاسـخ خیر. چون دو ماتریس A و B هم‌مرتبه نیستند. ماتریس A از مرتبۀ

دی 98

شهریور 99

شهریور 1400
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A را محاســبه کنید. B گــر A یــک ماتریــس قطــری باشــد، حاصــل وض‌انــد. ا B مفر m
n




 

















2 1 1
0 2

3 1 1
A و

m

n






















2 0 3
0 1 0
2 0 4

سؤال  دو ماتریــس
 

پاسـخ چون A ماتریس قطری است پس درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی آن همگی صفرند:
m
n

m n
 
 





   
3 0
2 0

3 2, �
A برابر است با: B بنابراین ماتریس‌های A و B به‌صورت زیر هستند و حاصل

 A B 



















 


















  2 0 0
0 1 0
0 0 4

2 1 1
3 0 2
3 1 3

2 2 0 ( 11 0 1
0 3 1 0 0 2
0 3 0 1 4 3

4 1 1
3 1 2
3 1 1

)

( ) ( )


  
    






































�

 ضرب یک عدد حقیقی در یک ماتریس

m و r یک عدد حقیقی باشد، داریم: n گر A یک ماتریس برای ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس، آن عدد را در تمام درایه‌های ماتریس ضرب می‌کنیم. به بیان دیگر ا

A rAij m n ij m n   [a ] [ra ]
�

2 را به‌دست آورید. 3A B B باشند، حاصل  














1 0
2 1 A و 













2 1
3 4 گر سؤال  ا

پاسـخ
2 3 2 2 1

3 4 3 1 0
2 1

4 2
6 8

3 0
6 3A B  












  

























 













   

  
























4 3 2 0
6 6 8 3

7 2
0 11

( )
( )  �

 قرینۀ یک ماتریس

) در ماتریس A به‌دست می‌آید. واضح است که مجموع هر ماتریس با قرینه‌اش برابر ماتریس صفر است.  )1 A نمایش داده و از ضرب قرینۀ ماتریس A را با

A   ( A) O �

A باشد. B O  کنید که ، ماتریس B را به‌گونه‌ای معلوم  A  











1 2 3
2 1 5 گر سؤال  ا

A است، پس B قرینۀ ماتریس A می‌باشد. بنابراین داریم: B O  پاسـخ چون
B A    

  












1 2 3
2 1 5 �

 خواص جمع ماتریس‌ها و ضرب عدد در ماتریس

گر B، A و C سه ماتریس هم‌مرتبه باشند، داریم: ا

A B B A    جمع ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی دارد.� 1

A B C C    ( ) (A B)  جمع ماتریس‌ها خاصیت شرکت‌پذیری دارد.� 2

A A   O O A  ماتریس صفر، عضو خنثی عمل جمع است.� 3

r A B rA rB s A sA( ) , (r )A r      گر r و s اعداد حقیقی باشند، داریم:�  ا 4

A B r rB  A  طرفین یک تساوی ماتریسی را می‌توان در یک عدد دلخواه ضرب کرد.� 5

rA rB r A B   , 0  طرفین یک تساوی ماتریسی را می‌توان بر یک عدد دلخواه مخالف صفر تقسیم کرد:� 6
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کنید.� سؤال  درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص 

»A B rA آن‌گاه داریم rB r یک عدد حقیقی دلخواه و مخالف صفر باشد و B دو ماتریس هم‌مرتبه و  گر A و  »ا

پاسـخ با توجه به ویژگی‌های گفته شده عبارت فوق درست است.

تمامی خواص بالا را می‌توان با توجه به تعاریف جمع ماتریس‌ها و ضرب عدد در ماتریس اثبات کرد. )اثبات یکی از اینا رو تو سؤال زیر ببین.(

. r B rB(A ) rA   کنید گر A و B ماتریس‌های هم‌مرتبه و r یک عدد حقیقی باشد، ثابت  سؤال  ا

 r B b b bij ij ij ij ij ij(A ) r([a ] [ ]) r[a ] [r(a )]       پاسـخ با توجه به تعریف جمع ماتریس‌ها و ضرب عدد در ماتریس داریم:�

از آن‌جایی که ضرب نسبت به جمع در مجموعۀ اعداد حقیقی توزیع‌پذیر است داریم:

[r (a )] [ra ] [ra ] [ ] r[a ] r[ ]ij ij ij ij ij ij ij ijb rb rb b rA rB         �

s باشند، درستی تساوی‌های زیر را نشان دهید.  2 r و  3 C و هم‌چنین  











1 3
2 1 B و  











1 4
2 1 ، A  











2 1
3 2 گر سؤال  ا

(r s)A rA sA    2 		 (A C) B A (C B)      1

A را محاسبه می‌کنیم:  (C B) A) و بار دیگر ) B C 1 یک بار پاسـخ 

(A C) B ( )   





 







  






 







 

2 1
3 2

1 3
2 1

1 4
2 1

1 2
5 3

11 4
2 1

0 6
7 4

2 1
3 2

1 3
2 1

1 4







 









   





 







 

A (C B) ( 22 1
2 1
3 2

2 7
4 2

0 6
7 4







  






 







 







)

     (A C) B A (C B) �

rA را محاسبه می‌کنیم: sA r) و بار دیگر s)A 2 یک بار

(r s)A ( )A A     





 









    

3 2 5 5 2 1
3 2

10 5
15 10

3 2 3rA sA A A 22 1
3 2 2 2 1

3 2
6 3
9 6

4 2
6 4

10 5
15 1







   






 







 







 


00








   (r s)A rA sA �

معرفی چند ماتریس خاص پرسش‌های تشریحی 2
  جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.

A مجموع درایه‌های واقع بر قطر اصلی برابر ................. است. 12 . 












1 2
5 8 در ماتریس

گر ماتریسی دارای یک سطر باشد، به آن ماتریس ................. می‌گوییم. 13 . ا

در ماتریس اسکالر درایه‌های واقع بر قطر اصلی ................. هستند. 14 .

دو ماتریس ................. را می‌توان با هم جمع کرد. 15 .

جمع دو ماتریس خاصیت جابه‌جایی ................. . 16 .

m برابر ................ است. 17 . n A مقدار n
m 














2 0
1 4 در ماتریس اسکالر 

در ماتریس اسکالر درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی همگی ................ هستند. 18 .

A برابر ................. است. 19 . B2 B باشند، مجموع درایه‌های 













2 1
2 5 A و 














1 2
1 0 گر  ا

  درستی یا نادرستی عبارات سؤالات 20 تا 28 را مشخص کنید.

ماتریس صفر یک  ماتریس مربعی است. 20 .

در ماتریس مربعی A درایه‌های واقع بر قطر فرعی دارای شمارۀ سطر و ستون برابر هستند. 21 .

درایه‌های واقع بر قطر اصلی ماتریس قطری، غیرصفر هستند. 22 .

خرداد 1400
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هر ماتریس اسکالر مربعی است. 23 .

هر ماتریس قطری اسکالر است. 24 .

جمع ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی دارد. 25 .

طرفین یک تساوی ماتریسی را می‌توان بر یک عدد دلخواه تقسیم کرد. 26 .

ماتریس اسکالر عضو خنثی عمل جمع است.  27 .

عمل جمع ماتریس‌های خاصیت شرکت‌پذیری دارد. 28 .

a باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص کنید. 29 .
i j i j
i j i j
j i i j

ij 
 
 
 






2 گر  A دارای 9 درایه‌ است. ا ij [a ] ماتریس مربعی

A مجموع درایه‌های قطر اصلی برابر 8 است. مقدار m را به‌دست آورید. 30 . i mj  [ ]2
3 3 در ماتریس

m را به‌دست آورید. 31 . n k  B یک ماتریس اسکالر باشد، مقدار
m k

n


















0 0
0 3 0
0 0

A یک ماتریس قطری و 
m

n






















3 0 4
0 2 0
0 3 4

گر  ا

a(b را به‌دست آورید. 32 . c) A ماتریس اسکالر باشد، مقدار  a c
a b 
 













3 1
6 گر ماتریس ا

a را به‌دست آورید. 33 . b c d   A ماتریس واحد باشد، مقدار  a c b
d a b  
 













2
2 گر ماتریس ا

x قطری باشد، مجموع درایه‌های ماتریس A را به‌دست آورید. 34 . x x
x x x
  
 















1 2
2 1

2

2 گر ماتریس ا

)دی 1400، شهریور 98( 35 . x را به‌دست آورید.� y z 2 3 A در این‌صورت B B و x y 













3 2
2 1 ،A x

z












2 5
1 گر  ا

a را به‌دست ‌آورید. 36 . b c  B مساوی باشند، مقدار  b a
c  














2 1
1 2 A و  [ i j ]3 2 گر ماتریس‌های ا

2 را با درایه‌هایش مشخص کنید. 37 . 3A B B دو ماتریس باشند، ماتریس 




















2 1 1
0 1 2
1 1 4

A و  


















1 2 3
1 2 4
2 0 1

گر  ا

2 را به‌دست آورید. 38 . 3B C A باشد، ماتریس C O  گر B مفروض‌اند. ا 




















2 1 3
0 2 4
1 5 2

A و 




















1 2 3
0 4 1
2 1 2

ماتریس‌های

2 را به‌دست آورید. 39 . 3 2A B I  B دو ماتریس باشند، ماتریس 




















2 1 3
4 0 2
5 1 3

a و i j i j
i j i jij 
 
 





2

2
A که ij [a ] گر  ا

. 40 . (r )A rA sA  s گر A یک ماتریس و r و s اعداد حقیقی باشند ثابت کنید ا

ضرب ماتریس‌ها بسته سوم
صفحه 17 تا 21 کتاب درسی

ضرب ماتریس‌ها

A با تعداد سطرهای  A انجام‌پذیر باشد باید تعداد ستون‌های ماتریس سمت چپ یعنی B هر دو ماتریس دلخواهی را نمی‌توان در هم ضرب کرد. برای آن‌که

B برابر باشد. A  ماتریس سمت راست یعنی B Cm n n p m p    �

B تعریف نمی‌شود. زیرا تعداد ستون‌های B برابر 3 و تعداد سطرهای  A 2 می‌باشد. اما 3 A انجام‌پذیر است و مرتبۀ آن B B5 باشد 3 A2 و 5 گر  مثلًا ا

می‌باشد. 3 2 A برابر 2 است و

برابر

A B مرتبۀ
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  کلاً برای این‌که بشه دو تا ماتریس رو در هم ضرب کرد باید وقتی اونارو کنار هم می‌نویسی دو تا عدد نزدیک برابر باشن تا بشه در هم ضربشون کرد. مرتبۀ 
ماتریس حاصل‌ضرب برابر همون دو تا عدد دورهاست.

  A B Cm n n p m p    �

B قابـل تعریـف اسـت یـا خیـر. در صورت تعریـف مرتبـۀ ماتریس حاصل  A A و B 3 باشـد، در هـر حالـت مشـخص کنیـد کـه 5 A ماتریسـی گـر  سؤال   ا

را بیابید.

1  B bij [ ]3 2 �2  B bij [ ]3 5 	3  B bij [ ]5 3 	4  B bij [ ]5 4 		

 1  A B3 5 3 2   انجام‌پذیر نیست. � B A3 2 3 5   انجام‌پذیر نیست. پاسـخ 	

 2  A B3 5 3 5  انجام‌پذیر نیست � B A3 5 3 5  انجام‌پذیر نیست 	

 3  A B AB3 5 5 3 3 3    ( ) � B A BA5 3 3 5 5 5    ( ) 	

  4  A B AB3 5 5 4 3 4    ( ) � B A5 4 3 5  انجام‌پذیر نیست 	

 به دست آوردن درایه‌های حاصل‌ضرب دو ماتریس

A را  C یعنیCij سطر iام ماتریس A B  ام ماتریس j iام و ستون A انجام‌پذیر باشد، )دو تا نزدیکا برابر باشن( برای به‌دست آوردن درایۀ سطر B گر ا

B ضرب می‌کنیم. )یعنی سطر رو از ماتریس سمت چپ و ستون رو از ماتریس سمت راست انتخاب می‌کنیم.( در ستون jام ماتریس

�
گر این کار را برای تک‌تک درایه‌ها انجام دهیم، ماتریس حاصل‌ضربAB به‌دست می‌آید. ا

B باشند، ماتریسAB را به‌دست آورید. 




























2
3
7
1
2

A و   [ ]1 2 0 3 5 گر  سؤال  ا

1 می‌باشد و داریم: 1 B5 است، پس ماتریسAB از مرتبۀ 1 A1 و 5 پاسـخ چون

 A B     




























       1 2 0 3 5

2
3
7
1
2

1 2 2 3 0 7( ) ( )        3 1 5 2( ) ( ) ( ) �

       [ ( ) ] [ ]2 6 0 3 10 15 15 �

نزدیکا برابردورها

دورها

برابر نیست برابر نیست

برابر نیست برابر نیست

برابر
مرتبه

برابر
مرتبه

برابر
مرتبه

برابر نیست
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B باشند.  
















2 3
1 2
4 5

A و 


 

















1 2 1
3 2 1
1 2 4

گر سؤال  ا

B امکان‌پذیر است؟ چرا؟ A 2 آیا ضرب کنید.	 A را محاسبه  B 1 ماتریس

3 بوده و داریم: 2 C از مرتبۀ A، پس ماتریس B3 3 3 2  A است، از آن‌جایی که B C  گر فرض کنیم 1 ا پاسـخ 

�

B امکان‌پذیر نیست: A A برابر 3 است و چون با هم برابر نیستند B برابر 2 و تعداد سطرهای ماتریس 2 خیر. زیرا تعداد ستون‌های ماتریس

 B A3 2 3 3   انجام‌پذیر نیست. �

 

y را از معادلۀ زیر به‌دست آورید.  x و سؤال  مقادیر

x y2 2 4
0 1 4 2  











   �

x را به‌دست می‌آوریم: 2 2 4
0 1   












پاسـخ  ابتدا حاصل

 x x x2 2 4
0 1 2 4 2   











   �

4 برابر باشد پس: 2y  2 باید با ماتریس 4 2x x  حال ماتریس
2 4 2

4 2 2 6 2 82

x x

x y y yx

  

      





  
 �

 حتماً ماتریس‌های خاص یادتون هست. ببین چطوری از اونا تو سؤالا استفاده می‌کنن. سؤال بعدی رو ببین.

A ماتریس قطری باشد.  B b را طوری به‌دست آورید که حاصل‌ضرب a و B باشد، مقادیر 











1 2
3 2 A و a

b














4
1 گر  سؤال  ا

A را به‌دست می‌آوریم: B پاسـخ  ابتدا ماتریس
 A B a

b
a a

b b 

























   

  












4
1

1 2
3 2

4 3 8 2
3 2 2 �

A یک ماتریس قطری باشد باید درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند، پس B برای آن‌که      
    8 2 0 2 8 4
3 0 3
a a a

b b �

A را به دست آورید.  B B باشد، حاصل ماتریس 
















2 1 0
1 3 2
2 0 5

a و
i i j
i j i j
j i i j

ij 
 
 
 








2 1
A که aij [ ]3 3 گر ماتریس سؤال  ا

 

A را به‌دست می‌آوریم: پاسـخ ابتدا ماتریس

 A 
















0 1 2
1 3 1
2 1 8

�

A را به دست می‌آوریم: B حال

�

برابر
مرتبه

برابر نیست

دی 99

شهریور 1400

شهریور 98
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B باشد،  
 
 
 

















1 2 2
1 2 2
1 2 2

A و  
 













1 1 0
2 1 1 گر سؤال  ا

A را به‌دست آورید. B 1 ماتریس

کنید. « مقایسه  b  0 a یا  0 a آن‌گاه b  0 گر که »ا 2 قسمت )1( را با این حکم در اعداد حقیقی 

) می‌باشد و داریم: )AB 2 3 B3 است پس 3 A2 و 3 1 چون پاسـخ 

 �

.B O A یا O A باشد، نمی‌توان نتیجه گرفت که B O  گر  2 در ماتریس‌ها ا

 به‌دست آوردن سطر یا ستون خاص در ضرب ماتریس‌ها

B ضرب کنیم. A را در ماتریس iام ماتریس C، کافی است سطر A B  iام ماتریس  برای پیدا کردن درایه‌های سطر 1

 C i A i BuÄoUI¶ ³H oõw uÄoUI¶ ³H oõw [ ] �

B ضرب کنیم. A را در ستون jام C، کافی است ماتریس A B   برای پیدا کردن ستون jام ماتریس 2

 C j A j
B

uÄoUI¶ ³H ·¼Tw

·¼Tw

³H 

















�

A3 را به‌دست آورید. A باشد، مجموع درایه‌های سطر سوم 
 




















2 1 2
2 1 1
1 1 0

گر ماتریس سؤال  ا
 

پاسـخ ابتدا سطر سوم ماتریسA2 را به‌دست می‌آوریم:

 A2

1 1 0

2 1 2
2 1 1
1 1 0 0 2 1




















 




































�

A3 برابر است با: حال سطر سوم ماتریس

A A A3 2

0 2 1

2 1 2
2 1 1
1 1 0 3 3 2

  
















 







































�
 

A را به‌دست آورید. A باشد، مجموع درایه‌های سطر دوم ماتریس 












































0 1 1
1 0 1
0 1 0

9 2 1
3 6 5
4 7 8

1 1 0
0 0 1
0 1 1





کنید سؤال  فرض 
 

پاسـخ ابتدا حاصل‌ضرب دو ماتریس سمت چپ را محاسبه می‌کنیم:

 
0 1 1
1 0 1
0 1 0

9 2 1
3 6 5
4 7 8

1 1 3
13 9 9
3 6 5

































  















�

 
















1 1 0
0 0 1
0 1 1

13 را در ماتریس 9 9 یعنــی 
  















1 1 3
13 9 9
3 6 5

A ، کافی اســت ســطر دوم ماتریس  حــال بــرای به‌دســت آوردن درایه‌هــای ســطر دوم ماتریــس

ضرب کنیم:

 A ³»joõw   















  13 9 9

1 1 0
0 0 1
0 1 1

13 22 18 �

 است.   13 22 18 27 A برابر بنابراین مجموع درایه‌های سطر دوم ماتریس
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 خواص ضرب ماتریس‌ها

A B B A    در حالت کلی ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارد.� 1

کنید. سؤال  جای خالی را با کلمه مناسب پر 

حاصل‌ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ............... .

پاسـخ ندارد

B برابر نیستند. A A و B B باشند، نشان دهید  











2 1
3 1 A و 













1 2
3 1 گر سؤال  ا

B را به‌دست می‌‌آوریم: A A و B پاسـخ ماتریس‌های
A B 












 










   

  














1 2
3 1

2 1
3 1

2 6 1 2
6 3 3 1

8 1
9 22

2 1
3 1

1 2
3 1

2 3 4 1
3 3 6 1













  






















  

 







B A




 





















   
1 3
6 7

A B B A �

  

A I I A A     ماتریس واحد یا همانی عضو خنثی عمل ضرب است.� 2

کنید. A را با درایه‌هایش مشخص  B( )2 3
1 4

1 3
1 3












  














وض‌اند. ماتریس B مفر  











3 1
0 2 A و 














1 2
1 3 سؤال  ماتریس‌های

2 را به‌دست می‌آوریم: 3
1 4

1 3
1 3












  














پاسـخ  ابتدا ماتریس
 2 3

1 4
1 3
1 3

1 0
0 1












  

























 I �

A با ماتریسAB برابر است. بنابراین داریم: B

I

( )2 3
1 4

1 3
1 3







 

 










� ���� ����
I عضو خنثی عمل ضرب است پس ماتریس چون ماتریس

AB 












 
























1 2
1 3

3 1
0 2

3 3
3 7 �

I برابره. به این ماتریس تعویض‌پذیر می‌گن. A A با I گفته بودیم ضرب ماتریس‌ها در حالت کلی خاصیت جابه‌جایی نداره. اما در خاصیت 2 دیدین که  

B تعویض‌پذیر می‌گویند. A و A باشد آن‌گاه به ماتریس‌های B B A   B دو ماتریس باشند به‌طوری که A و گر  ماتریس‌های تعویض‌پذیر: ا

B تعویض‌پذیرند. 












6 10
6 2 A و 













3 5
3 1 سؤال  نشان دهید ماتریس‌های

A است. B B A   B تعویض‌پذیرند، باید نشان دهیم A و پاسـخ برای آن‌که نشان دهیم

 
A B 
























  

 











3 5

3 1
6 10
6 2

18 30 30 10
18 6 30 2

488 40
24 32

6 10
6 2

3 5
3 1

18 30 30 10
18













 























  B A

 


































    

6 30 2
48 40
24 32

A B B A .kºoÄmQïÇÄ¼¼÷U »B A �

  

A I I A A     ضرب ماتریس‌های همانی و اسکالر در هر ماتریس هم مرتبه با خودشان تعویض‌پذیر است.� نکته

kI A A kI kA    �

ضرب میشه مانند عدد رفتار می‌کنه. A   حواست هست که ماتریس اسکالر )که ماتریس همانی هم یه‌جورایی اسکالره( وقتی در ماتریس

BA را به‌دست آورید. B باشد، ماتریس 
















3 0 0
0 3 0
0 0 3

A و 
















1 2 1
3 0 2
1 4 3

گر سؤال  ا
 

A ضــرب می‌شــود ماننــد ایــن اســت کــه عــدد 3 را  B اســکالر اســت وقتــی در ماتریــس پاسـخ چــون ماتریــس

A ضــرب کنیــم. پــس: در ماتریــس
BA A 

















3
3 6 3
9 0 6
3 12 9 �
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|   هندسه  3   |

 ضرب هر ماتریس قطری با هر ماتریس هم مرتبه با خودش تعویض‌پذیر است و حاصل‌ضرب آن‌ها به‌صورت زیر می‌باشد: نکته

r
r

r

a b c
d e f
g h i

a b c
d e f
g h i

1
2

3

0 0
0 0
0 0






































































r
r

r

r a r b r c
r d r e r f
r g r

1
2

3

1 1 1
2 2 2
3 3

0 0
0 0
0 0 hh r i3



















�
 

کنید.  B باشند، ماتریسAB را با درایه‌هایش مشخص   
















2 0 0
0 1 0
0 0 3

a و i j i j
i j i jij 
 
 





2

2
A که aij [ ]3 3 گر سؤال  ا

A را با درایه‌هایش معلوم می‌کنیم: پاسـخ ابتدا ماتریس

 A 
















3 4 5
3 6 7
8 7 9

�

) برابر و سطر سوم آن را 3 برابر کنیم: )1 A را دو برابر، سطر دوم آن را B قطری است، کافی است سطر اول حال چون ماتریس

 AB 
































   

3 4 5
3 6 7
8 7 9

2 0 0
0 1 0
0 0 3

6 8 10
3 6 7
244 21 27

















�
 

 ضرب ماتریس‌ها نسبت به جمع و تفریق ماتریس‌ها توزیع‌پذیر است. 3

 A B C     ( ) A B A C �

A را به دست آورید. B A C   B باشد، حاصل C 




















2 1 1
0 1 2
1 1 3

، A 




















1 2 1
3 0 2
1 1 4

گر  سؤال  ا

A است پس: B C ( ) A برابر B A C   پاسـخ می‌دانیم

�
 

 ضرب ماتریس‌ها دارای خاصیت شرکت‌پذیری است یعنی جای پرانتزها در ضرب اهمیتی ندارد. 4
A B C A B C    ( ) ( ) �

x را بیابید.  3 مقدار 2 1 2
3 6

1
1 0x  
























 سؤال  در معادلۀ ماتریسی

 ضرب می‌کنیم:











1
1 پاسـخ ابتدا حاصل‌ضرب دو ماتریس سمت چپ را به دست آورده، سپس حاصل را در ماتریس

 3 2 1 2
3 6 3 6 6 121 2 2 2

x x x  













    


�

 3 2 1 2
3 6

1
1 0 3 6 6 12 1

1 0x x x  























      












      [ ]3 6 6 12 0x x �

      9 18 0 9 18 2x x x �

کرد. فقط سمت ضرب کردن در طرفین تساوی باید یکسان باشد یا از راست یا از چپ   طرفین یک تساوی ماتریسی را می‌توان در یک ماتریس دلخواه ضرب  5

زیرا ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارند.

B C A B A C B A C A       IÄ �

 قانون حذف در حالت کلی در تساوی‌های ماتریسی برقرار نیست. 6

 AB AC B C   �

خرداد 98
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C باشند، داریم:  














2 7
5 1 B و 













2 1
3 2 ، A 













1 2
2 4 گر   مثال   ا

 AB AC

















































1 2
2 4

2 1
3 2

8 5
16 10

1 2
2 4, 


























2 7
5 1

8 5
16 10 �

B می‌باشد. C AB است در حالی‌که AC همان‌طور که ملاحظه کردید

کنید.  سؤال  درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص 

B است. C ً
وما AB، آن‌گاه لز AC C داشته باشیم B و ، A گر برای ماتریس‌های متمایز ا

پاسـخ نادرست؛ قانون حذف در ضرب ماتریس‌ها برقرار نیست.

 به توان رساندن ماتریس‌ها

A به‌صورت زیر تعریف می‌شوند: A ماتریس مربعی باشد، آن‌گاه توان‌های صحیح و نامنفی گر ا

 A I A A A A A A A A A A A A A A A An n n n0 1 2 3 2 2 1 1 2 2                , , , , ,A… � �

 ویژگی‌ها

 ضرب توان‌های مختلف یک ماتریس دارای خاصیت جابه‌جایی است.  1
A A A A An m m n m n    

�

A می‌باشد. A5 2 7  A برابر است و مساوی A5 2 A با A2 5   مثال   

k یک عدد حقیقی باشد، داریم: گر  ا 2
( )kA k An n n

�

2 است. 83 3 3 A A ) برابر )2 3A   مثال   

گر یک ماتریس توان‌دار را دوباره به توان برسانیم، کافی است توان‌های جدید و قدیم را در هم ضرب کنیم.   ا 3

( )A Am n mn �

A6 برابر است. ) با ماتریس )A2 3   مثال   ماتریس

 توان روی ماتریس همانی بی‌تأثیر است. 4
I In  �

I است. I152 برابر   مثال   

A7 را به‌دست آورید. A3 و ، A2 A باشد، حاصل 














1 0
0 1 گر  سؤال  ا

 A A A I2 1 0
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1   







 







 







  پاسـخ �

 A A A I A A3 2     �

A A A A A I A I A A7 3 3 3 2 2         (A ) �

A7 را به‌دست آورید.  A باشد، ماتریس 













0 2
1 0 گر  سؤال  ا

پاسـخ ابتدا ماتریسA2 را به‌دست می‌آوریم:
 A I2 0 2

1 0
0 2
1 0

2 0
0 2 2


























 













  �

گی‌های توان داریم: حال با توجه به ویژ

A A A A I A I A A7 2 3 3 32 8 8 8 0 16
8 0                











( ) ( I) �

دی 99

دی 98
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A باشد. B o3   B باشند، مقادیر m و n را چنان بیابید که m
n  














1 7
3 27 A و  











1 2
0 3 گر سؤال  ا

A3 را به‌دست ‌آوریم، برای این منظور ابتدا ماتریسA2 را محاسبه می‌کنیم: A می‌باشد. پس  باید ماتریس B3  A است یعنی B o3   پاسـخ وقتی

 A A A2 1 2
0 3

1 2
0 3

1 4
0 9   













 







    














 







A A A3 2 1 4

0 9
1 2
0 3

1 14
0 27 �

بنابراین داریم:

A B m
n

m m
n n

3 1 14
0 27

1 7
3 27

7 14 7
3 0 3  






 

 








 

   
    �

کنید: 3 و تعویض‌پذیر باشند، ثابت  3 گر ‌A و B ماتریس‌های سؤال  ا

1  ( )A B A AB B   2 2 22 � 2  (A B)(A B) A   2 2B 		

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) BA B A B A B A B A A B          2 ) است، پس:� ) (A B)A B   ) برابر )A B 1 می‌دانیم2 پاسـخ 

 A A B A A B B B
A B

B A
      




.kºoÄmQïÇÄ¼÷U»joÀ »

   A A B B2 22 �

2  با توجه به ویژگی‌های ضرب ماتریس‌ها داریم:

 ( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B A A B B         �

 A A B A A B B B A B
A B

B A
        




.kºoÄmQïÇÄ¼÷U»joÀ »

2 2 �

 چون ضرب ماتریس همانی و اسکالر با هر ماتریس هم‌مرتبه با خودشان تعویض‌پذیر هستند، پس می‌توان اتحادهای جبری توان 2 را در مورد آن‌ها به‌کار برد. نکته

) باشند، مقادیر m و n را به‌دست آورید. )A I mA nI  2 2 A و A2  گر سؤال  ا

2I تعویض‌پذیر هستند، پس داریم: A و A)پاسـخ چون ضرب ) ( I) ( I)      2 2 2 2 4 42 2 2 2I A A A A I �

A است داریم: A2  A A I A A I A I A I2 24 4 4 4 2 5 4        ( ) �

n است.  4 m و  5  ،mA nI 5 با 4A I از مقایسۀ

ضرب ماتریس‌ها پرسش‌های تشریحی 3
  جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.

A انجام‌پذیر .............. . 41 . B B5 باشند، آن‌گاه 2 A2 و 3 گر  ا

B انجام‌پذیر باشد، مقدار n برابر ............. است. 42 . A B و n5  ، A3 4 گر  ا

A از مرتبۀ .............. است. 43 . B B5 باشند، ماتریس  3 A2 و 5 گر  ا

B دارای .............. درایه است. 44 . A B4 باشند، ماتریس 3 A3 و 4 گر  ا

A برابر ............ است. 45 . B B باشند، بزرگ‌ترین درایۀ ماتریس  











2 3
0 1 A و 














1 2
1 4 گر  ا

ماتریس .............. عضو خنثی عمل ضرب است. 46 .

ضرب ماتریس اسکالر با ماتریس هم‌مرتبه با خودش خاصیت جابه‌جایی ................ . 47 .

A2 برابر ............... است. 48 . A باشد، بزرگ‌ترین درایۀ ماتریس  











1 1
2 3 گر  ا
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  درستی یا نادرستی عبارات زیر را در سؤالات 49 تا 60 مشخص کنید.

B6 باشند، ماتریس AB دارای 36 درایه است.  49 . 2 A3 و 6 گر  ا

B نیز انجام‌پذیر است. 50 . A ً
A انجام‌پذیر باشد، حتما B گر  ا

A یک ماتریس قطری است. 51 . B B باشند، ماتریس  











1 2
3 2 A و 














4 4
3 1 گر  ا

B یک ماتریس اسکالر است. 52 . A B باشند، ماتریس 












4 10
2 6 A و  














3 5
1 2 گر  ا

)دی 97( 53 . A3 برابر 5 است. � A باشد، مجموع درایه‌های سطر دوم 



















1 2 2
1 0 1
2 1 2

گر ماتریس  ا

A باشد، حداقل یکی از ماتریس‌‌های A و B ماتریس صفر است. 54 . B o  گر  ا

A است. 55 . B A C   B باشد آن‌گاه C گر  ا

C ماتریس صفر است. 56 . D A باشد، آنگاه ماتریس C A D   گر  ا

فقط می‌توان ماتریس‌های مربعی را به توان رساند. 57 .

A2 برابر 18 است.  58 . A باشد، بزرگ‌ترین درایۀ ماتریس  











2 3
1 4 گر  ا

)شهریور 1400( 59 . ) همواره برقرار است.� )A B A AB B   2 2 22 3 دلخواه باشند، آن‌گاه عبارت 3 اگر A و B دو ماتریس

)دی 97( 60 . � ( )A I I A  2 3 A باشد، در این صورت داریم: A2  گر  ا

B را با درایه‌هایشان به‌دست آورید. 61 . A A و B B باشند، ماتریس  
















3 4
1 1
2 3

A و  













2 3 1
2 0 4 گر  ا

گر A یک ماتریس قطری باشد، حاصل AB را محاسبه کنید. 62 . B مفروضند. ا m n


















2 1 1
0

3 1 2
A و

m

n






















2 2 0
0 3 0
1 0 3

دو ماتریس

B را در صورت امکان محاسبه کنید. 63 . A A و B B باشند،  
 
 
 

















1 2 2
1 2 2
1 2 2

A و  
 













1 1 0
2 1 1 گر  ا

BA2 را محاسبه کنید. 64 . B باشند، ماتریس  














1 1 2
2 0 1 A و  



















1 2 0
3 1 4
2 1 1

گر  ا

، آن‌گاه مقدار m را به‌دست آورید. 65 . 5 2
4

4
4























m

a
b

a
b B چنان باشد که a

b












گر ماتریس ناصفر ا

A ماتریس قطری باشد. 66 . B B، مقادیر a و b را طوݥری به‌دست آورید که حاصل‌ضرب a 











2 1
2 A و b














4 2
1 گر  ا

A3 را با درایه‌هایش محاسبه کنید. 67 . A قطری باشد، ماتریس B گر ماتریس B مفروض‌اند. ا  











1 2
3 2 A و a

b












4
3 ماتریس‌های

A یک ماتریس قطری باشد. 68 . B B باشند، مقادیر x و y رابه‌گونه‌ای تعیین کنید که
y


















2 2
1 0

1
A و x 











1 4
2 3 1 گر  ا

B را به‌دست آورید. 69 . A A و B B به‌صورت زیر معرفی شده باشند، ابتدا A و B را با درایه‌هایشان نوشته و سپس bij 

 3 3

A و aij 

 3 3

گر  ا

a
i i j
i j i j
j i i j

ij 
 
 
 








2 1
	b

i i j
i j i j
i j i j

ij 
 
 
  








2 1

2
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A باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص کنید. 70 . 






































1 0 1
0 1 0
0 1 1

7 8 4
3 2 5
6 9 3

0 1 1
1 0 0
0 1 1











گر  ا

A باشند،‌ ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص کنید. 71 . 








































0 0 1
1 0 0
0 1 0

7 8 4
3 2 5
6 9 3

0 1 0
1 0 0
0 0 1









گر  ا

x باشد، مقادیر x را به‌دست آورید. 72 . x
x
x2 1

3 1 1
4 0 2
1 2 0

2
1

0 

















 
















 گر  ا

 باشد، مقادیر x را به‌دست آورید. 73 .  































1 3 2

3 1 2
1 0

1 2
3
1

0x
x

x
گر  ا

)دی 97( 74 . x] را بیابید. � ]2
3
2


















y
x

B تعویض‌پذیر باشد، حاصل 












4 3
3 4 A و x y












2 1 اگر ضرب ماتریس‌های

b باشند، ماتریس AB را با درایه‌هایش مشخص کنید. 75 . i j
i jij 

 2

0 B که bij 

 3 3

a و ij i j
i j i jij 


  A که aij 


 3 3

گر  ا

A باشد، ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص کنید. 76 . 







































2 0 0
0 3 0
0 0 1

1 2 1
1 2 5
2 1 4

1 0 1
1 0 2
2 1 1

















گر  ا

2 را به‌دست آورید. 77 . 2B A C A   B باشند، ماتریس C 
















2 1 3
1 2 4
2 1 5

A و 



















1 1 2
3 1 5
4 2 1

گر  ا

A را به‌دست آورید. 78 . A2  A باشد، ماتریس 












2 1
5 3 گر  ا

A را به‌دست آورید. 79 . A2 4 a تعریف شده است. ماتریس i j
i jij 

 1

2 A به‌صورت aij 

 3 3

ماتریس

A3 را به‌دست آورید. 80 . A باشد، ماتریس  
















2 1 5
3 0 4
1 0 2

گر  ا

A4 را به‌دست آورید. 81 . A باشد، ماتریس 




















3 3 4
2 3 4
0 1 1

گر  ا

. 82  .A B o2   ݢبیابید که داشته باشیم  ݢ B را درنظر بگیرید. ݣݣݣمقادیر a و b را چنان ݢ
a b

a b





 

















2 2
2 2 1
2 1 4

A و  
















1 0 2
0 1 1
2 1 0

 ماتریس‌های

)دی 98( o ماتریس صفر است(� (

) را به‌دست آورید. 83 . )A B B 2 B باشند، ماݥتریس ij   A و 













1 2
1 3 گر  ا

) است. 84 . )A B A AB B   2 2 22 گر A و B ماتریس‌های مربعی و تعویض‌پذیرݥ باشند، ثابت کنید  ا

) باشند، مقادیر m و n را به‌دست آورید. 85 . )A I mA nI  3 2 A و A2 2 گر  ا

)شهریور 99( 86 . I2 ماتریس همانی است.(� A برقرار باشد. ) mA nI2
2  A باشد.مقادیر m وn را طوری بیابیدکه رابطۀ 













0 4
2 1 گر  ا
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فصل

 ماتریس و کاربردها   1

‌1  درایه‌ 

 5 3 15   2‌

j است پس:  4 i و  ‌3  در درایۀ سطر دوم و ستون چهارم2

a i j aij       2
24

23 2 4 3 13 �

j است پس:  3 i و  ‌4  در درایۀ سطر دوم و ستون سوم2

 a i j
j

aij 
   


2

2 3
2 3

5
623 �

 i j j است. چون  2 i و  ‌5  در درایۀ سطر اول و ستون دوم،1

a12
22 1 3   j2 استفاده می‌کنیم:� 1 می‌باشد، از قانون

‌6  نادرست. 

راست  سمت  در  و  سطرها  تعداد  چپ  سمت  در  ماتریس‌  مرتبۀ  معرفی  در 
3 است. 5 تعداد ستون‌ها را اعلام می‌کنیم، بنابراین مرتبۀ ماتریس‌

‌7  نادرست. 
5 برابر 12 شود. در این‌صورت  m گر تعداد ستون‌ها را m فرض کنیم، باید ا
مقدار طبیعی برای m به‌دست نمی‌آید. )حواست هست که تعداد ستون‌ها 

باید یه عدد طبیعی باشه(

‌8  درست. 

A را با درایه‌هایش مشخص می‌کنیم: ماتریس‌ 

A   
 



























1 1 1 2
2 1 2 2

2 5
5 8

2 2 2 2

2 2 2 2 �

2 است. 5 5 8 20    بنابراین مجموع درایه‌ها برابر

a32 هستند، پس: و a22 ، a12 ‌9  درایه‌های ستون دوم A همان

i j a i j aij         2 1 2
2 1 1 012 �

i j a i j aij
i         2

22
2 22 2 4 4 0 �

i j a i j aij
i         2

32
2 33 2 9 8 1 �

0 است. 0 1 1   بنابراین مجموع درایه‌های ستون دوم برابر

i j a aij    2 233 aij داریم:� ‌1 0 با توجه به ضابطۀ

i j a i j aij       31 3 1 4 �

i j a i j aij        12 1 2 1 �

aij داریم: ‌1 1 با توجه به ضابطۀ

A 


































3 1 1 1
2 3 2 2
2 2 3 3
2 2 2 3

3 1 1 1
2 3 8 16
2 2

2 3 4

3 4

4 






















3 81
2 2 2 3

�

 9 2 1‌

1 می‌باشد. 8 9  درایه‌های قطر اصلی 1 و 8 هستند پس

‌1 3 سطری

‌1 4 برابر

‌1 5 هم‌مرتبه

‌1 6 دارد.

3 7 1‌

بر  غیرواقع  درایه‌های  و  برابر  اصلی  قطر  روی  درایه‌های  اسکالر  ماتریس  در 
قطر اصلی صفر هستند. پس:

n n
m m

m n
   
   





    
2 4 2
1 0 1

1 2 3 �

‌1 8 صفر

14 9 1‌

A را به‌دست می‌آوریم: B 2 ماتریس

A B 












 































2 1 2

1 0 2 2 1
2 5

1 2
1 0

4 2
4 10







�














5 4

5 10 مجموع درایه‌ها      5 4 5 10 14( ) �

‌2 0 نادرست 

در ماتریس صفر تمام درایه‌ها صفر است اما مرتبۀ ماتریس می‌تواند هر چیزی 
باشد.

‌2 1 نادرست 

درایه‌های واقع بر قطر اصلی این‌گونه‌اند. 

‌2 2 نادرست 

مثلًا  باشند  صفر  می‌توانند  نیز  قطری  ماتریس  اصلی  قطر  روی  درایه‌های 

ماتریس یک ماتریس قطری است.

‌2 3 درست 

ماتریس‌های اسکالر نوعی از ماتریس‌های مربعی هستند. 

‌2 4 نادرست 

قطری   
5 0 0
0 2 0
0 0 3

















ماتریس مثلًا  نیست  اسکالر  لزوماً  قطری  ماتریس  هر 
است اما اسکالر نیست.
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‌2 5 درست

‌2 6 نادرست 

کرد. طرفین تساوی ماتریسی را می‌توان بر یک عدد غیرصفر تقسیم 

‌2 7 نادرست 

ماتریس صفر عضو خنثی عمل جمع است.

‌2 8 درست

A     (B C) (A B) C همواره داریم:�

‌2 9 می‌دانیم ماتریس‌های مربعی از مرتبۀ n در n هستند، پس:

n n n   9 3 �
بنابراین با توجه به ضابطه‌هایaij و این‌که مرتبۀ ماتریس 3 است داریم:

A 
  
  
  


















1 1 2 1 3 1
2 2 1 2 2 3 2
2 3 1 2 3 2 3 3

0 1 2
5 0 1
7

( )
( ) ( ) 88 0

















�

‌3 0 درایه‌های روی قطر اصلی ماتریس A را به‌دست می‌آوریم:

 A
m

m
m


 

 
 




















1 1

2 2
3 3

2

2

2
�

 
1

4 2
9 3






















m
m

m
�

حال داریم:
1 4 2 9 3 8 14 6 8         m m m m �
6 6 1m m   �

‌3 1 چون A ماتریس قطری است پس درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی 

mآن صفر هستند. پس: m
n n
   
   





4 0 4
3 0 3

�

B اسکالر است پس: حال چون ماتریس 

m k k k

n

m
     









3 4 3 1

3

4
'''''"

�

4 است. 3 1 8   m برابر n k  بنابراین

‌3 2 در ماتریس اسکالر درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفر و درایه‌های 

روی قطر اصلی برابر هستند. پس
3 6 2

1 0 1

0 2 0 22

a a

c c

a b b ba

    

   

        












 

�

 است.    2 2 1 6( ) a برابر c(b ) بنابراین

و   1 برابر  اصلی  قطر  روی  درایه‌های  همانی  یا  واحد  ماتریس  در   3 3‌

درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفر هستند. پس:
a a

c b c c

d a d d

b

a

   

        

        





2 1 3

0 1 0 1

0 3 0

1

3



 33
2 1 1b b    
















�

3 می‌باشد. 1 1 3 2       ( ) ( ) ( ) a برابر b c d   ݢݢمقدار بنابراین ݢ

‌3 4 در ماتریس قطری درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی صفر است. پس:

x x x x

x x x x

2

2
2 0 1 2

0 1 0 0 1

      

        







,

(x ) x ,
�

کند. پس  x می‌تواند هم‌زمان هر دو درایه‌ را صفر   1واضح است که فقط
ماتریس A به‌صورت زیر است:

A 













0 0

0 1 مجموع درایه‌ها  1 �

که هم‌مرتبه هستند. پس فقط باید درایه‌های   B و A 3 5 ماتریس‌های‌

نظیر به نظیر آن‌ها مساوی باشند:
�2 3 3

2
2 5 2 2 3 3

2 2 2 3 2 1
2

2

2 3

x x

x y y x y z

z

x

  

             

 



 ( ) ( )










‌3 6 چون دو ماتریس A و B مساوی‌اند پس حتماً ماتریس A از مرتبۀ 

2 است. حال ماتریس A را با درایه‌هایش مشخص می‌کنیم:

A   
 














 











3 1 1 3 1 2
3 2 1 3 2 2

2 1
5 2

2 2

2 2
( ) ( )
( ) ( )

�

A B
b b
a a
c c

 
   
     
   










2 2 4
1 1 2
1 5 4

       a b c ( )2 4 4 6 �

 7 3‌

2 3
2 4 6
2 4 8
4 0 2

6 3 3
0 3 6
3 3 12

4 7
A B  








































 33
2 1 2
1 3 14




















�

A است پس ماتریس C قرینۀ ماتریس A می‌باشد: C O  ‌3 8 چون

C 
 

 
 

















1 2 3
0 4 1
2 1 2

�

2 را به‌دست می‌آوریم: 3B C حال ماتریس

2 3
4 2 6
0 4 8
2 10 4

3 6 9
0 12 3
6 3 6

B C 




















 

 
 


















1 4 3
0 8 5
8 13 2




 

















�
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‌3 9 چون جمع ماتریس‌ها را داریم، پس ماتریس‌ها باید هم‌مرتبه باشند 

کنون ماتریس A را با درایه‌هایش معلوم می‌کنیم: A3 است. ا 3 لذا

A 
  
  
  










( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 2 1 2 2 1 3
2 1 2 2 2 2 3
3 1 3 2 3 3

2

2 2

2 2 2
























0 0 1
3 2 1
8 7 6

�

2 را می‌خواهیم باید I ماتریس واحد مرتبۀ 3 باشد، پس: 3 2A B I  چون

2
0 0 1
3 2 1
8 7 6

3
2 1 3
4 0 2
5 1 3

2
1 0 0
0 1 0
0 0 1























































�








































0 0 2
6 4 2
16 14 12

6 3 9
12 0 6
15 3 9

2 0 0
0 2 0
0 0 2


















 
 
















4 3 11
6 6 4
1 17 5

�

(r )[a ] [(r )a ] [ra ]ij ij    s s saij ij � 0 4‌

     [ ] [sa ] r[a ] [a ] rij ij ij ijra s A sA �

A ‌4 1 نیست. A2 3 5 2   انجام‌پذیر نیست. �

3 2 4‌ B An5 3 4  �

 2 3 3 4‌ A B AB2 5 5 3 2 3    ( ) �

16 4 4‌ B A BA4 3 3 4 4 4 4 4 16      ( ) �

5 5 4‌
 AB 
























 











1 2
1 4

2 3
0 1

2 5
2 1 �

‌4 6 واحد )همانی(

‌4 7 دارد

8 8 4‌
 A A A2 1 1

2 3
1 1
2 3

1 4
8 7   






















  











�

‌4 9 نادرست 

 A B AB3 6 6 2 3 2    3 درایه است.� 2 6  دارای

‌5 0 نادرست

AB انجام‌پذیر است  3 باشد،  4 B از مرتبۀ 2 و  3 A از مرتبۀ گر  مثلًا ا
ولی BA انجام‌پذیر نیست.

‌5 1 درست

 A B 







































4 4

3 1
1 2
3 2

16 0
0 8 قطری است. �

‌5 2 درست 

 B A 
















 







 

4 10
2 6

3 5
1 2

2 0
0 2 اسکالر است. �

‌5 3 نادرست 

 A کافی است سطر دوم ماتریس  را به‌دست می‌آوریم،   A2 ابتدا سطر دوم
کنیم: A ضرب  کل ماتریس  را در 

 A2 1 0 1
1 2 2
1 0 1
2 1 2

uÄoUI¶ ³»j oõw  



















[ ] �

  [ ]1 1 4 �
A3 را محاسبه می‌کنیم: حال سطر دوم

 A3 1 1 4
1 2 2
1 0 1
2 1 2

uÄoUI¶ ³¼w oõw   



















[ ] �

   [ ]8 6 7 �
 است.      8 6 7 21( ) ( ) A3 برابر  مجموع درایه‌های سطر دوم

‌5 4 نادرست 

امّا  نیستند.  صفر   B 
 












4 12
2 6 و  A 













2 4
4 8 ماتریس‌های مثلًا 

کنید: حاصل‌ضرب آن‌ها ماتریس صفر است. نگاه 

 AB 










  
























2 4
4 8

4 12
2 6

0 0
0 0 �

‌5 5 درست 

‌5 6 نادرست 

C می‌باشد. امّا قانون حذف  D C ماتریس صفر است یعنی D وقتی 
 A C A D   تساوی از  بتوان  که  نیست  برقرار  ماتریس‌ها  ضرب  در 

C است. D که گرفت  نتیجه 

‌5 7 درست

‌5 8 نادرست 

 A A A2 2 3
1 4

2 3
1 4

1 18
6 13   










 










 











�

‌5 9 نادرست

گر A و B تعویض‌پذیر باشند، عبارت برقرار است. ا

برابر نیستند

n  3

برابر
مرتبه

برابر
مرتبه

برابر
مرتبه
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‌6 0 درست

چون A و I تعویض‌پذیر هستند، پس:

 ( ) ( )A I A A I A I A A IA A         2 2 22 2
2

�

    ( )A I A I2 3 �

 1 6‌
 A B  













 




























2 3 1
2 0 4

3 4
1 1
2 3

7 2
2 4 �

 B A  















 






















3 4
1 1
2 3

2 3 1
2 0 4

2 9 13
4 3 5
2 6 10












�

‌6 2 چون ماتریس A قطری است پس درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی 

آن صفر می‌باشند.
 m m
n n
   
     2 0 2
1 0 1 �	

n ماتریس AB را به‌دست می‌آوریم:  1و m  2 حال به‌ازای 

 AB 


































 



2 0 0
0 3 0
0 0 3

2 1 1
2 0 1
3 1 2

4 2 2
6 0 3
9 3 66

















�

Bرو 2 برابر، سطر دوم  قطریه و فقط کافیه سطر اول  A  ماتریس

و سوم اونو 3 برابر کنی.

 A B 3 است پس  3 2 و B یک ماتریس 3 ‌A 3 6 یک ماتریس 

B انجام‌پذیر نیست. پس A انجام‌پذیر است امّا 

 A B  
 













 
 
 




















1 1 0

2 1 1

1 2 2
1 2 2
1 2 2

0 0 0
0 0 0







�

A2 را به‌دست می‌آوریم: ‌6 4 ابتدا ماتریس

 A A A2
1 2 0
3 1 4
2 1 1

1 2 0
3 1 4
2 1 1

7 4 8
   




























































2 3 0
3 4 3

�

BA2 را محاسبه می‌کنیم: حال ماتریس

 BA2 1 1 2
2 0 1

7 4 8
2 3 0
3 4 3

15 9 14
11 4 13 


































 














�

 5 6‌
 5 2
4

4
4

5 2
4

4


































 













m

a
b

a
b

a b
a mb

a
44b












�

 

   

      
  



5 2 4 2

4 4 4 2 4 8 4
2

a b a a b

a mb b b mb b b mb b
mb

a b
''''''" ( )

44 4b m  










�

 B 







0
0 و  a 0 آن‌گاه باشد   b 0 گر ا است،   b 0 که کنید  توجه 

که با فرض مسأله در تناقض است. ماتریس صفر می‌شود 

A ماتریس قطری است پس درایه‌های غیرواقع بر قطر  B ‌6 6 چون

کافی است درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی را  اصلی آن صفر است. بنابراین 

به‌دست آورده و برابر صفر قرار دهیم.

 A B b a
a

b 

























  














4 2
1

2 1
2

4 2
2 2 �

        
      4 2 0 2 4 2

2 2 0 2 2 1
a a a

b b b �

A قطری است مقادیر a و b را به‌دست  B ‌6 7 ابتدا با توجه به این‌که

می‌آوریم:

 a b
a

b
4

3
1 2
3 2

2 8
3 3
























  














�

        
        2 8 0 2 8 4

3 3 0 3 3 1
a a a
b b b �

A3 را محاسبه می‌کنیم: حال ماتریس

 A A A A













   












 












4 4

3 1
4 4
3 1

4 4
3 1

28 12
9 13

2










 A A A3 2 28 12
9 13

4 4
3 1

148 100
75 23  











 
























�

 A B 2 می‌باشد. با توجه به این‌که 2 A از مرتبۀ B ‌6 8 ماتریس

قطری است، داریم:

 A B x

y

x
y  


























  














1 4
2 3 1

2 2
1 0

1

2 4
7 �

        
     2 4 0 2 4 2
7 0 7
x x x

y y �

B را با درایه‌هایشان معلوم می‌کنیم: ‌6 9 ابتدا ماتریس‌های A و 

 A 
  
  
  


























1 1 2 1 3 1
2 1 2 1 3 2
3 1 3 2 3 1

0 1 2
1 3 1
2 1 8

2

2

2













�

 B 
    
   
  






















1 1 1 2 2 1 3 2
2 1 2 1 2 3 2
3 1 3 2 3 1

2 1 0
3 5

2

2

2
11

4 5 10

















�

B را به‌دست می‌آوریم: A A و B حال

 AB 

































0 1 2
1 3 1
2 1 8

2 1 0
3 5 1
4 5 10

11 15 21
15 21 133
39 47 81

















�

 BA 

































2 1 0
3 5 1
4 5 10

0 1 2
1 3 1
2 1 8

1 5 5
7 19 19
25 299 93

















�
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 0 7‌

 A 






































1 0 1
0 1 0
0 1 1

7 8 4
3 2 5
6 9 3

0 1 1
1 0 0
0 1 1











�

�	

  




































A

13 17 7
3 2 5
3 7 2

0 1 1
1 0 0
0 1 1

17 20 6
2 8 22
7 1 5

















�

 1 7‌
 A 









































0 0 1
1 0 0
0 1 0

7 8 4
3 2 5
6 9 3

0 1 0
1 0 0
0 0 1









�

  





































A

6 9 3
7 8 4
3 2 5

0 1 0
1 0 0
0 0 1

9 6 3
8 7 4
2 3 5











�

 2 7‌

 x x x x x2 1
3 1 1
4 0 2
1 2 0

11 1 2 3 


















      �

 11 1 2 3 2
1

0x x x
x
x    

















 �

         11 2 4 3 0 9 2 02 2 2x x x x x x x �

    


   






x x

x

x x( )9 2 0
0

9 2 0 2
9

�

 3 7‌

   















   1 3 2

3 1 2
1 0

1 2
3 1 0 2 2x

x
x x �

 3 1 0 2 2 3
1

0 3 0 2 2 02x x
x

x x x  















       �

        
 3 2 1 2

3
2x x x x

a c b
, �

 AB BA ‌7 4 چون ضرب ماتریس‌های A و B تعویض‌پذیر است پس 

می‌باشد:

 AB x y x y x y

























  









2 1

4 3
3 4

4 3 3 4
5 2 �

 BA x y x y
x y











 











  

 












4 3
3 4 2 1

4 6 4 3
3 8 3 4 �

 AB BA x x x
y y y         
     3 8 5 3 3 1

3 4 2 3 6 2 �

x برابر است با: y
x

2
3
2 


















حال حاصل

 [ ] [ ] [ ] 















       1 2 2

3
2
1

3 4 2 1 1 �

 5 7‌

 A 
 



















 


















1 1 2 1 3
2 4 2 3
3 6 9

1 1 2
2 4 1
3 6 9

�

 B 
















2 0 0
0 2 0
0 0 2

�

 AB 
 



































 


1 1 2
2 4 1
3 6 9

2 0 0
0 2 0
0 0 2

2 2 4
4 8 2
66 12 18

















�

 6 7‌

 
2 0 0
0 3 0
0 0 1

1 2 1
1 2 5
2 1 4

2 4 2
3 6 15
2






































 11 4

















�

 
2 4 2
3 6 15
2 1 14

1 0 1
1 0 2
2 1 1

6 2 12
2



 




































 
11 15 6
9 4 0


 

















�

گی‌های ضرب ماتریس‌ها داریم: ‌7 7 با توجه به ویژ

 2 2 2 2B A C A C A C A         (B A ) (B ) �

 2
2 1 3
1 2 4
2 1 5

1 1 2
3 1 5
4 2 1

2
11 5 2
23 5 16
25 7 1






































44

































22 10 4
46 10 32
50 14 28

�

 8 7‌
 A A A2 2 1

5 3
2 1
5 3

9 5
25 14  





































�

 A A2 9 5
25 14

2 1
5 3

7 4
20 11 





































�

 9 7‌
 A 

















1 2 2
2 1 2
2 2 1

�

 A2
1 2 2
2 1 2
2 2 1

1 2 2
2 1 2
2 2 1

9 8 8
8 9 8
8 8 9


















































�

 A A2 4
9 8 8
8 9 8
8 8 9

4 8 8
8 4 8
8 8 4

5 0 0
0 5 0
0 0

 

































55

















�

 0 8‌

 A A A2
2 1 5
3 0 4
1 0 2

2 1 5
3 0 4
1 0 2

6 2 24
2   
































   
















3 7
4 1 9

�

 A A A3 2
6 2 24
2 3 7
4 1 9

2 1 5
3 0 4
1 0 2

     
































�

   
















30 6 86
2 2 36
14 4 42

�
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 1 8‌
 A2

3 3 4
2 3 4
0 1 1

3 3 4
2 3 4
0 1 1

3 4 4
0











































11 0

2 2 3 

















�

 A4
3 4 4
0 1 0
2 2 3

3 4 4
0 1 0
2 2 3

1 0 0
0




 




















 
















 11 0

0 0 1

















�

A2 را محاسبه می‌کنیم: ‌8 2 ابتدا ماتریس

 A A A2
1 0 2
0 1 1
2 1 0

1 0 2
0 1 1
2 1 0

5 2 2
2 2   

































 11

2 1 5

















�

A است، پس: B2  که  A نتیجه می‌گیریم  B o2   از

 
5 2 2
2 2 1
2 1 5

2 2
2 2 1
2 1 4
























 

















a b

a b
�

   
 

  a b
a b a b5
4 5 0 5, �

2 می‌باشد.  2 A ماتریس B نیز B 2 است به دلیل 2  ،A 8 3 چون‌

پس:
 B A B







    







 







 









1 2
2 4

1 2
1 3

1 2
2 4

2 4
1 7 �

( )A B 













 







2 2 4

1 7
2 4
1 7

8 36
9 53 �

 ( )A B B  






 







 







2 8 36

9 53
1 2
2 4

7 34
7 49 �

می‌باشد.   AB BA پس هستند  تعویض‌پذیر   B و   A چون   4 8‌
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